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УДК 51.681.3 

С.Л. Крывый, А.В. Невмержицкий 

О НЕСОВМЕСТНОСТИ ОДНОГО ВИДА НЕЛИНЕЙНЫХ 
УРАВНЕНИЙ В МНОЖЕСТВЕ НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ 

Рассматривается проблема определения несовместности нелинейных уравнений 

вида x m + y m  = z m  в множестве положительных натуральных чисел при условии про-
стоты чисел m и z. Общее решение данного уравнения, имеющего название «вели-
кой» теоремы Ферма, получено чрезвычайно сложными методами и его можно найти 
в [1, 2]. Приведенный в данной статье результат получен совершенно элементарным 
способом. 

Введение 

В связи с интенсивным развити-
ем логического программирования и, в 
частности, констрейнтного логического 
программирования (CLP), проблема 
определения совместности системы ог-
раничений (констрейнтов) играет важ-
ную роль. Случай систем линейных ог-
раничений исследовался во многих ра-
ботах [3—9]. Изложенное в данной 
статье можно рассматривать как неко-
торый шаг на пути обобщения линей-
ного случая. Важность проблемы опре-
деления совместности системы конст-
рейнтов состоит в том, что во многих 
реальных задачах нет необходимости 
вычислять все множество решений та-
кой системы или базис ее множества 
решений, а достаточно только знать, 
что данная система ограничений со-
вместна (т.е. имеет хотя бы одно ре-
шение).  

1. Формулировка задачи 

Пусть N обозначает множество 
натуральных чисел, N +  = N \ {0} – мно-
жество положительных натуральных 
чисел и pN  – множество простых на-

туральных чисел. 
 Задача определения совместно-

сти, рассматриваемая в данной статье, 
состоит в следующем: совместно ли 
уравнение вида  

m m mx y z+ = , (1) 

где x, y, z – неизвестные, принимаю-
щие свои значения в множестве N + , а 
m, z ∈  pN . 

 В случае m = 1 это будет линей-
ное уравнение и методы его решения 
известны. При m = 2 проблема совме-
стности сводится к проблеме нахожде-
ния пифагоровых троек и методы по-
иска таких троек тоже известны [10]. 
Не ограничивая общности, можно счи-
тать, что выполнены условия 

НОД(x, y) = 1 и НОД(x, y, z) = 1, 

поскольку всегда можно сократить обе 
части уравнения (1) на их общий дели-
тель. Следует также заметить, что об-
щие случаи уравнения (1) при m = 3 и  
m = 4 были исследованы соответственно 
Л. Эйлером и П. Ферма. Поэтому в 
дальнейшем будет рассматриваться 
случай простых чисел m и z, где m ≥  3. 
Рассмотрим некоторые общие свойства 
чисел x, y, z, входящих в уравнение (1), 
которые сформулируем в виде сле-
дующей теоремы. 

 Теорема 1. Для произвольных 
натуральных чисел x и y верны такие 
утверждения: 

(a) если m = 2l + 1 нечетное, то 
0 (mod ( ))m mx y x y+ ≡ + ;  

(b) если m = 2l четное, то 
2

2 1( 1) 2 (mod )m m l lx y S S+ ≡ − , где 1S x y= + , 

2S xy= . 
Доказательство. Справедливость 

пункта (а) непосредственно вытекает 
из следующего простого тождества: 

2 1 2 1 2 2 1

2 2 2 2 1 2

( )(
... )

l l l l

l l l

x y x y x x y
x y xy y

+ + −

− −

+ = + − +

+ − − + .
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Доказательство пункта (b) вы-
полняется индукцией по числу l тако-
му, что m = 2l. 

 Базис индукции (l = 1) очевидно 
имеет место, т.к. 2 2 2( ) 2x y x y xy+ = + − , и 

поэтому 2 2 2
12 (mod )x y xy S+ ≡ − . 

 Шаг индукции. Предположим, 
что для любого k ≤  2l утверждение лем-
мы верно. Рассмотрим случай k = 2l + 2. 
Тогда можем записать 

2 2 2 2 2 1 2 1
1

2 2 2 2
2 1 1 2

( )

( ) ( )

l l l l

l l l l

x y S x y

S x y S S R S x y

+ + + ++ = + −

− + = − +
 

на основании пункта (а) теоремы, если 
его применить к первому слагаемому 
данного выражения. Но из предполо-
жения индукции, если его применить 
ко второму слагаемому выражения, по-
лучаем 

2
2 1( 1) 2 (mod )m m l lx y S S+ ≡ − . 

Теорема доказана.  

2. Структуризация переменных  

Заметим, что поскольку x, y, z ∈ 
∈ N + , то x < z, y < z и x + y > z. Поэтому 
можно положить z = x + t' и z = y + t, где 
t, t' > 0. Используя малую теорему Фер-
ма (напомним, что m ≥ 3 – простое 
число), получаем справедливость сле-
дующих сравнений: 

(mod )mx x m≡ , (mod )my y m≡  и 

(mod )mz z m≡ . 

Из уравнения (1) и общих 
свойств сравнений получаем 

( )(mod )m mx y x y m+ ≡ +  и 

(mod )m m mz x y z m= + ≡ , 

и, следовательно, (mod )x y z m+ ≡ . Кро-
ме того, из условия простоты числа  
m ≥  3 получаем НОД(2, m) = 1, а из того, 
что числа x, y, z связаны равенством 
(1), получаем (mod 2)x y z+ ≡ . Тогда из 
того, что два числа сравнимы по раз-
ным модулям, следует их сравнимость 
по модулю, являющемуся их наимень-
шим общим кратным, получаем спра-

ведливость сравнения (mod 2 )x y z m+ ≡  
и, значит, 

2x y z mT+ = + . (2) 

Отсюда, учитывая то, что z = x + t' 
и z = y + t, получаем 

2 2 2x z mT y y t mT y mT t= + − = + + − = + , (3) 

y = z + 2mT – x = x + t' + 2mT – x = 2mT + t', (4) 

z = x + y – 2mT = 2mT + t + 2mT + t' –  
– 2mT – y = 2mT + t + t'. (5) 

Используя уравнение (1), полу-
чаем 

( ) ( )m m m m mx y z x t y t′+ = = + = + , (6) 

или 
1

1
1

1

( ) ( )
m

m m m m i m i i m
m

i
m

m m i m i i m
m

i

x y x C x t t

y C y t t

−
− −

=

−
− −

=

′ ′+ = + + =

= + +

∑

∑ .  

Отсюда получаем 

1

1

m
m m i m i i m

m
i

x C y t t
−

− −

=

= +∑ , (7) 

1

1
( ) ( )

m
m m i m i i m

m
i

y C x t t
−

− −

=

′ ′= +∑ . (8) 

И, соответственно, 

(mod ) 0 (mod )m m mx t mty x t= ⇒ = , (9) 

( ) (mod ) 0 (mod )m m my t mt x y t′ ′= ⇒ ≡ . (10) 

Используя пункт (а) теоремы 1, 
получаем 

1 1( 2 ) ( 2 ) 0 (mod )m m mz x y Tm S Tm S= + − = − ≡ , 

а отсюда следует, что 

1(2 ) 0 (mod )mTm S≡  и 

1 1( ) ( 4 ) 0 (mod )mt t S Tm S′+ = − ≡ , 

 а также 

1( ) 0 (mod )t t S′+ ≡ . 

Это означает, что все простые 
делители числа S1 = x + y являются де-
лителями каждого из чисел z, 2Tm и t + t′. 
Следовательно число S1 не может быть 
простым, так как в противном случае 
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из сравнения 10 (mod )mz S≡  получаем, 

что 10 (mod )z S≡ , но z < 1S . Аналогично 

число 1S  не может иметь два разных 
простых делителя. Может быть, одна-
ко, случай, когда 1

kS z=  (k > 1). Но это 
равенство не может быть справедли-
вым, поскольку по условию имеем  
z < x + y < 2z и, следовательно, 1S  не мо-

жет быть равно kz  при k > 1 и z ≥  2. А 
из того, что число 1S  составное, следу-

ет, что и число z составное. 
 Таким образом, из всего выше-

сказанного следует справедливость та-
кого утверждения. 

 Теорема 2. Если m ≥ 3 – простое 
число, то m-я степень любого простого 
числа z не может быть равна сумме m-х 
степеней двух натуральных чисел, т.е. 

m m mx y z+ ≠ , если x, y ∈ N + , m, z ∈ pN  и 

m ≥  3. 
Заключение 

Рассмотренные случаи ограниче-
ний типа (1) часто возникают в прак-
тических приложениях (например, в 
криптоанализе) и, кроме того, имеют 
прямое отношение к знаменитой «ве-
ликой» теореме Ферма [1, 2]. Получен-
ный результат показывает несовмест-
ность данного ограничения при усло-
вии простоты чисел m и z в области 
положительных натуральных чисел. 
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