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МОДИФІКОВАНА МОДЕЛЬ АГРЕГОВАНОЇ МЕРТВОЇ ЗОНИ 
НА ПРИКЛАДАХ ПЕРЕНОСУ РАДІОНУКЛІДІВ

У ПРИРОДНИХ ГІДРОДИНАМІЧНИХ СИСТЕМАХ

У роботі представлено результати, отримані під час детального дослідження моделі агрегованої мертвої 
зони, призначеної для опису поздовжнього перенесення і розсіювання розчинених речовин у русловому 
потоці. Ця модель ґрунтується на новому підході до опису адвекції та дисперсії, який дає змогу адекватно 
відтворювати спостережувані у природних гідродинамічних системах концентрації розчинених речовин 
із високим ступенем точності. Замість того, щоб моделювати концентрацію розчиненої речовини безпе-
рервно як за відстанню, так і за часом уздовж водотоку, модель агрегованої мертвої зони використовує 
підхід "чорної скриньки" і  розглядає концентрацію на виході камери (з агрегованої мертвої зони) як 
функцію концентрації на вході камери та поточного часу. Такий підхід значно скорочує час обчислень і 
зменшує вимоги до обсягу вихідних і граничних даних. Наведено математичний апарат розширеної мо-
делі агрегованої мертвої зони, призначеної для аналізу транспортування неконсервативного радіоактив-
ного забруднення в реальних водних об'єктах, з урахуванням можливої взаємодії радіонукліда зі зваже-
ними намулами і шаром донних відкладень. Рівняння запропонованої моделі складають систему звичай-
них диференційних рівнянь із запізнілим аргументом. Показано результати моделювання поширення 3H
в результаті викидів від 14 ядерних реакторів у русловій ділянці р. Луара протягом півроку із щогодин-
ною дискретністю. Наведено результати моделювання розповсюдження різких викидів 90Sr у Київському 
водосховищі, що мали місце в 1999 р. внаслідок Чорнобильської катастрофи. Моделювання виконано з 
добовою дискретністю. Проведено порівняння отриманих модельних значень концентрацій радіонуклі-
дів і даних вимірювань. Запропонована модель має порівняльну простоту, значно менші вимоги до кіль-
кості початкових і граничних даних, дуже короткий час, необхідний для проведення розрахунків.
Ключові слова: модель, агрегована мертва зона, адвекція, дисперсія, радіонукліди, річка, водосховище.
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MODIFIED MODEL OF THE AGGREGATED DEAD ZONE ON 
EXAMPLES OF RADIONUCLIDE TRANSFER IN NATURAL 

HYDRODYNAMIC SYSTEMS

This paper presents the results obtained during a detailed study of the aggregate dead zone model designed to 
describe the longitudinal transport and dispersion of dissolved substances in a channel flow. This model is based 
on a new approach to the description of advection and dispersion, which allows to adequately reproduce the 
concentrations of solutes observed in natural hydrodynamic systems with a high degree of accuracy. Instead of 
modelling the dissolved solute concentration continuously in both distance and time along the watercourse, the 
aggregate dead zone model uses a black box approach and considers the concentration at the chamber outlet 
(from the aggregate dead zone) as a function of the concentration at the chamber inlet and the current time. This 
approach significantly reduces the computational time and reduces the requirements for the amount of initial and 
boundary data. The mathematical apparatus of the extended model of the aggregated dead zone is presented, 
designed to analyse the transport of non-conservative radioactive contamination in real water bodies, taking into 
account the possible interaction of the radionuclide with suspended sediments and a layer of bottom sediments. 
The equations of the proposed model are a system of ordinary differential equations with a delayed argument.
The results of modelling the distribution of 3H as a result of releases from 14 nuclear reactors in the Russian 
section of the Loire River for six months with an hourly discreteness are presented. The results of modelling the 
propagation of sudden 90Sr releases in the Kyiv reservoir, which occurred in 1999 as a result of the Chornobyl 
disaster, are presented. The modelling was carried out with a daily discreteness. A comparison of the obtained 
model values of radionuclide concentrations and measurement data was carried out. The proposed model has a 
comparative simplicity, much lower requirements for the amount of initial and boundary data, and very little 
time required for calculations.
Keywords: model, aggregated dead zone, advection, dispersion, radionuclides, river, reservoir.
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Вступ
Моделювання розсіювання радіону-

клідів у водних об'єктах є частиною більш 
загальної проблеми моделювання якості 
води, включно з моделюванням гідродина-
мічних гідравлічних процесів і моделюван-
ням перенесення забруднень, зумовленого 
також хімічними та біологічними проце-
сами [1, 2].

Традиційний підхід до вивчення 
процесів переносу в річках полягає в засто-
суванні адвекційно-дисперсійного рівняння
(Advection Dispersion Equation - ADE). Тео-
рія цього підходу була спочатку розроблена 
Тейлором для потоку в трубі, а згодом була 
поширена на канали Елдером і Фічером [3-
5] і дає математичний опис у термінах рів-
няння дифузії Фіка. До теперішнього часу 
моделі, що описують міграцію радіонуклі-
дів у річкових потоках, використовують 
саме такий підхід [2, 6 - 10].

Із кінця 1960-х років, однак, було 
встановлено, що адвекційно-дисперсійні рі-
вняння не описують спостережувані про-
філі розсіювання. Найважливішим із них є 
передбачення гаусових просторових розпо-
ділів концентрації, тоді як спостережувані 
розподіли концентрації незмінно асиметри-
чні з довгими хвостами [11 - 15].

У природних каналах або інших гід-
родинамічних системах, наявність нерівно-
стей у руслі або на березі каналів, чи-то на-
явність будь-яких застійних областей була
відома як периферійні мертві зони. Загалом 
було помічено, що мертві зони можуть бути 
виявлені в різних частинах природних по-
токів. Наприклад, у руслі або на березі, як 
величезні перешкоди, дерева, дерев'яні ула-
мки, скельні породи та форми русла. Таким 
чином, забруднення може затримуватися і 
повільно вивільнятися із зазначених зон. 
Було встановлено, що існування цих зон по-
роджує довгий хвіст спостережуваного ро-
зподілу концентрації, а також неоднорід-
ність дисперсійної дії в різних частинах 
поля течії. Надалі було зроблено припу-
щення, що агрегований ефект багатьох ме-

 
1 Аналогічні припущення було свого часу 
незалежно сформульовані в [25].

ртвих зон у межах розглянутої ділянки мо-
жна вважати еквівалентним ефекту однієї 
великої мертвої зони. Слід зазначити, що 
"мертві зони", які розглядаються в рамках 
цієї моделі, складаються не тільки з фізично 
ідентифікованих застійних ділянок потоку, 
пов'язаних із нерегулярностями в руслі, а 
радше трактуються ширше й охоплюють 
будь-які особливості. До таких особливос-
тей належать перехідні турбулентні вихори 
і вторинні циркуляції в різних просторових 
і часових масштабах.

Було зроблено різні спроби модифі-
кувати теорію, або зробити її більш прида-
тною до спостережуваного дисперсійного 
процесу [16 - 19].

ADZ модель  
Агрегована модель мертвої зони 

(Aggregated Dead Zone - ADZ) - транспор-
тна модель, яку віднесено до категорії ме-
ханістичних моделей, що ґрунтуються на 
даних, і яка позбавлена недоліків ADE. У 
припущеннях моделі ADZ умови адвекції 
та дисперсії розділені на окремі процеси —
спочатку адвекція, а потім миттєва диспер-
сія. У моделі ADZ будь-яка гідравлічна си-
стема представлена шляхом поділу на мно-
жину взаємопов'язаних ділянок. Ця модель 
передбачає, що розчинена речовина пере-
носиться через усю ділянку за рахунок пор-
шневого потоку (тобто перенесення без ди-
сперсії), після чого вона проходить через 
єдину камеру моментального і повного змі-
шання, що має агрегований ефект усіх мер-
твих зон у межах ділянки (тобто дисперсія 
без перенесення) і зазнає відповідних фізи-
чних, хімічних і біологічних змін. Тож
отримуємо камерну модель з агрегованою
мертвою зоною із запізненням - часом пере-
несення [20 - 24]1.

Модель ADZ передбачає стійкий рух 
течії, за якого витрата Q та об'єм V є ста-
лими. Однак, з огляду на те, що гідрологічні 
дані зазвичай відбирають через регулярні 
інтервали часу, у межах яких їх вважають 



Комп’ютерне  моделювання 

47

сталими, можна вважати, що припущення 
моделі ADZ виконуються на кожному з цих 
інтервалів (інтервали сталості даних є зага-
льноприйнятою практикою під час дослі-
дження водних об'єктів), а кінцеві резуль-
тати одного інтервалу будуть початковими 
для наступного. Замість того, щоб моделю-
вати концентрацію розчиненої речовини 
безперервно як за відстанню, так і за часом 
уздовж водотоку, як у випадку моделі ADE, 
модель ADZ використовує підхід "чорної 
скриньки" і розглядає концентрацію на ви-
ході камери (в агрегованій мертвій зоні) як 
функцію концентрації на вході камери та 
поточного часу. Це значно скорочує час об-
числень і зменшує вимоги до обсягу вихід-
них і граничних даних.

UNDBE модель 
Запропонована модель UNDBE (UN-

Driking BEaconman) становить розширення
моделі ADZ для реальних водних об'єктів із 
неконсервативним радіоактивним забруд-
ненням. З огляду на припущення моделі 
ADZ, розширення моделі, яке передбачає 
врахування радіоактивного розпаду і взає-
модії радіонукліда зі зваженими намулами і 
донними відкладеннями, система рівнянь 
моделі UNDBE для окремої камери на інте-
рвалі сталості даних набуває вигляду сис-
теми диференціальних рівнянь із запізні-
лим аргументом TR [29]. Час транспорту-
вання TR - залежить від швидкості течії та 
довжини камери. Його динаміка визнача-
ється шляхом калібрування гідрологічної 
моделі водного об'єкта. Для розв'язання ди-
ференціальних рівнянь із запізнілим арґу-
ментом використовувалась програма 
RETARD [27]2.

За умови використання запропоно-
ваної моделі необхідно визначити сім пара-
метрів - Ks, τs , τds, Kd, τsb , τdsb, n.
Kd, Ks - коефіцієнти розподілу в системі 
вода-дно і вода- зважені намули відповідно,
τs , τds - часові значення адсорбційних і де-
сорбційних процесів для системи вода - зва-
жені намули,

 
2 Програму було модифіковано, що дозво-
лило прискорити розрахунки в 1200 разів. 

τsb, τdsb - часові значення адсорбційних і де-
сорбційних процесів для системи вода –
шар донних відкладень, що бере участь в 
обміні з розчином;
1/n - частина об'єму (ADZ), яка перебуває 
біля витоку.

Ці параметри визначаються методом 
параметричної ідентифікації за даними ви-
мірювань.

Слід зазначити, що параметри, отри-
мані методом параметричної ідентифікації 
за даними вимірювань, є діючими, а не 
отриманими шляхом аналізів у лаборатор-
них умовах, хоча, як показує практика, вони 
досить близькі. 

Якщо потрібно моделювати поши-
рення забруднення, що дуже слабко взаємо-
діє зі звислими намулами (у цьому випадку 
не суттєві концентрації звислих намулів та 
концентрації забруднення на звислих наму-
лах) 

Отже, в цьому випадку в процесі ви-
користання запропонованої моделі знадо-
биться визначення лише чотирьох парамет-
рів – Kd, τsb, τdsb, n. До таких забруднень на-
лежать 90Sr і 3H.

Необхідно підкреслити, що в рівнян-
нях моделі концентрації є середніми не в 
об'ємі всієї камери, а лише середніми в 1/n 
частині об'єму ADZ, яка перебуває біля ви-
току. Таким чином, модель UNDBE визна-
чає концентрації в конкретному місці - біля 
витоку камери і не дає можливості розрахо-
вувати концентрації в проміжних областях 
камери. Тому при поділі водойми на камери 
витоки камер доцільно розташовувати так, 
щоб вони збігалися з найбільш важливими 
для аналізу місцями водойми, які цікавлять. 
За наявності достатньо великих притоків, 
що мають істотний вплив на процеси водо-
обміну, розбиття на камери слід здійсню-
вати так, щоб початок камери збігався з мі-
сцем впадіння такого притоку.

Під час проведення параметричної 
ідентифікації за даними вимірювань засто-
совано програму, яка реалізує метод RALG 
(Пошук екстремуму не-диференційованої 
багатовимірної функції. Розробка Інституту 
Кібернетики ім. В.М. Глушкова) [28, 29].



Комп’ютерне  моделювання 

48

Моделювання поширення 3H 
Комп’ютерна реалізація моделі 

UNDBE (Реалізована на мові FORTRAN.)
використовувалась для моделювання пере-
несення тритію (3H) у руслі річки Луари 
(Франція) у процесі виконання міжнарод-
ного проєкту EMRAS [30]. Дані вимірю-
вань було надано DIREN Centre (Direction 
Régionale de l'Environnement Centre - Управ-
ління Регіонального Центру Навколиш-
нього Середовища) і EDF (Electricité de 
France - Електроенергетична компанія 
Франції). 

У басейні р. Луари розташовано 
п'ять атомних електростанцій (Рис. 1), що 
мають 14 атомних реакторів, у результаті 
функціонування яких відбуваються різкі 
викиди 3H у воду.

Потрібно було визначити динаміку 
концентрацій 3H в 11 пунктах уздовж русла 
р. Луари (Beaulieu, Gien, Ouzouer, Orléans,
Beaugency, Nouan, Tours, La Chapelle,
Bertignolles, Angers, MontJean) з годинною 
дискретністю, протягом півроку з 1 липня 
по 31 грудня 1999 р. 

Рис. 1. Розташування атомних електро-
станцій у басейні р. Луари

Ділянка річки протяжністю 350 км 
описувалася шляхом завдання геометрії 
349 поперечних перерізів русла. 

Витрати води в семи притоках, що 
відповідають реальним витратам води для 
1999 р., і дані про реальні викиди 3H бло-
ками атомних електростанцій були задані з 
годинною дискретністю (годинний інтер-
вал сталості даних).

Значення витрат води, що спостері-
галися в межах часового інтервалу моделю-
вання, змінювалися від 157 до 5055 м3/сек 
(пункт Angers).

Ухил дна р. Луари в межах модельо-
ваного відрізка русла змінюється в межах 
1,0 - 5,8 м/км. Ця ділянка річки залежно від 
водності характеризується швидкостями 
течії від 0,3 м/сек до 2,0 м/сек.

Необхідно було також врахувати, що 
русло р. Луари у 18 місцях перегороджено 
підпірними водозливними греблями, що ма-
ють істотний вплив на гідрологію р. Луари. 

Для використання моделі 350-ти кі-
лометрову ділянку р. Луари було розбито 
на 33 послідовні камери. Межі камер розта-
шовувалися в таких пунктах:
• початок і кінець модельованого відрізка 

річки;
• місця, де необхідно було визначити зна-

чення концентрацій;
• місця розташування підпірних гребель;
• місця впадання притоків;
• пункти розташування ядерних станцій 

(місця надходження забруднення).
Таке розбиття визначило довжину 

найкоротшої камери - 420 м, а найдовшої -
37,6 км (Рис. 1).

У моделюванні перенесення забруд-
нення враховувалась відсутність взаємодії 
3H із звислими намулами. 

За гідрологічну модель р. Луари для 
визначення поточних об’ємів камер вико-
ристовувалася одновимірна стаціонарна 
модель [31].

У процесі визначення часу транспо-
ртування за формулою TR = W/Q врахову-
валося, що не весь об'єм камери V бере уч-
асть у зовнішньому водообміні. Під час ви-
конання обчислень, виходячи з найкращого 
збігу модельних і виміряних піків концент-
рацій забруднення, було встановлено сере-
дню для всіх i-камер залежність для об'єму 
камери, що бере участь у водообміні, від 
поточної витрати води в камері

i i 3 4 i 0iW ( )  V ( )(1 k (  k Q (t)/Q ))t t EXP= − −
тут
Wi – об'єм i-тої камери, що бере участь у во-
дообміні;
Vi – поточний об'єм камери;
k3, k4 – константи;
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Qi(t) – поточні витрати води в камері;
Q0i – мінімальна із заданих витрата води в 
камері.

Для р. Луари найкращі результати 
можна отримати у разі k3 = 0,8794, k4 =
0,1647.

Розрахунок гідрології р. Луари (33 
камери 350-кілометрової ділянки, для кож-
ної години шестимісячного інтервалу моде-
лювання) потребує 20 хвилин часу ЕОМ з 
процесором Intel Core i5-9600K. Розв'я-
зання задачі перенесення 3H за допомогою 
комп’ютерної реалізації запропонованої 
моделі UNDBE здійснюється за 8 секунд. 
Оскільки гідрологічний режим річки не за-
лежить від транспортування 3H, то розраху-
нок водного режиму був виконаний однора-
зово для всього діапазону можливих витрат 
води, а результати використовувалися як
масив вихідних даних для багаторазових 
прорахунків у вирішенні задачі ідентифіка-
ції параметрів перенесення 3H. Це значно 
прискорило визначення оптимальних зна-
чень параметрів.

На діаграмі (Рис. 2) відображено ча-
стину результатів моделювання динаміки 
3H у розчині (лінія) в створі Анжер у порів-
нянні з даними вимірювань (крапки) з 30% 
похибкою.

Порівняння результатів моделювання (в 
проекті EMRAS) показало, що запропоно-
ваний метод, який використовує модель 
UNDBE у поєднанні з одновимірною стаці-
онарною гідрологічною моделлю р. Луари, 
забезпечує аналогічний, або навіть  кращий 
збіг виміряних і розрахованих концентра-
цій, ніж методи, засновані на одновимірних 
і камерних ADE моделях [30].

Рис. 2. Зіставлення розрахунків та 
вимірювань концентрацій 3H у створі 
ANGERS (Бк/л)

Моделювання поширення 90Sr 
Внаслідок Чорнобильської катаст-

рофи виникла проблема моделювання тран-
спортування радіонуклідів каскадом шести 
дніпровських водосховищ. Один з основ-
них забруднювачів – 90Sr, який за високих 
рівнів води (під час повеней, або льодових 
заторів) змивається із забрудненої заплави 
р. Прип'ять і надходить у північну частину 
Київського водосховища. Оскільки всі сут-
тєві притоки (включаючи р. Прип'ять) зна-
ходяться в північній частині (на втоку) Ки-
ївського водосховища, а місцем, де необхі-
дно було розрахувати значення концентра-
цій, був пункт водозабору – м. Вишгород 
(виток Київського водосховища), тому во-
досховище моделювалося однією камерою.

Київське водосховище: довжина 110 
км, обсяг 2,7 - 3,9 км3 (залежно від рівня),
чотири притоки.

В свою чергу весь каскад дніпровсь-
ких водосховищ (Рис. 3) моделювався пос-
лідовністю шести камер, оскільки між во-
досховищами руслові ділянки дуже малі і 
виток одного водосховища практично є 
верхів’ям наступного, а головні водозабори 
розміщені поблизу витоку кожного водос-
ховища.

Враховуючи наявність тільки щодо-
бових вимірювань (добовий інтервал стало-
сті даних), розрахунок вівся з добовою дис-
кретністю.

Поточні об’єми водосховищ визнача-
лися за кривими залежності об’ємів від рів-
нів (h) води у водосховищах 
V(h) = n2h2 + n1h + n0,

Рис. 3. Каскад дніпровських водос-
ховищ
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де n0, n1, n2 – константи, а h – рівень водос-
ховища в Балтійській системі координат
[32]. Для Київського водосховища V(h) має 
вигляд (при розмірності км3):
V(h) = (84.2044*h2 - 16423*h +
+ 801987.8)*0.001 .

Детальну інформацію про щодобові 
витрати води притоків водосховищ, а також 
дані стосовно щодобових рівнів водосхо-
вищ було отримано у Центральній геофізи-
чній обсерваторії імені Бориса Срезневсь-
кого.

Поточні дані про концентрації 90Sr у 
розчині по притоках водосховищ та дані 
про концентрації 90Sr на витоку водосхо-
вищ були взяті з бази даних УкрГМІ ДСНС 
України та НАН України.

Розрахунки проводилися для 1991, 
1994 і 1999 років, коли спостерігалося зна-
чне збільшення концентрації 90Sr у річці 
Прип'ять під час високих повеней і льодо-
вих заторів [26]. За даними вимірювань 
1994 р. було визначено гідрологічні (зок-
рема, залежність об'єму водосховища, що 
бере участь у водообміні, від рівня Київсь-
кого водосховища) і токсикологічні пара-
метри Київського водосховища та, орієнто-
вно (за відсутності достатньої кількості то-
ксикологічних даних), інших водосховищ. 
Під час моделювання перенесення забруд-
нення враховувалася відсутність взаємодії 
90Sr із звислими намулами. 

На Рис. 4 наведено порівняння роз-
рахунків концентрацій розчиненого 90Sr 
(зелена лінія, ліва шкала графіка) і вимірю-
вань (Різнокольорові точки представляють 
дані вимірювань розчиненого 90Sr, виконані 
різними організаціями.) Точність вимірю-
вань становить від 30 до 50% [26] у районі 
Вишгорода в першому кварталі 1999 року 
(Бк/м3). Чорна лінія - розраховані концент-
рації 90Sr (Бк/кг) у донних відкладеннях (їм 
відповідає права шкала графіка).

На Рис. 5 показано концентрації роз-
чиненого 90Sr у гирлі Прип’яті (апроксима-
ція вимірювань) і у м. Вишгород (розраху-
нок).

Графіки демонструють узгодженість 
розрахунків з результатами вимірювань і 
адекватність моделі процесам, що мають 
місце.

 
Рис. 4. Концентрація 90Sr в розчині в 

м. Вишгород (Бк/м3) і шарі донних відкла-
день (Бк/кг)

 

Рис. 5. Концентрація 90Sr в розчині в 
гирлі Прип’яті і в м. Вышгород (Бк/м3)

Зсуви пікових забруднень другого 
графіка відносно першого (Рис. 5) наочно 
ілюструють вплив параметра TR (час транс-
портування забруднення від втоку до ви-
току) на результати моделювання.

Час розрахунку річного інтервалу 
для всіх шести водосховищ каскаду менше 
0,1 сек.

Висновки 
Модель UNDBE на відміну від моде-

лей, що їх традиційно використовують як 
основу адвекційно-дифузійне рівняння, 
більш адекватно описує процеси перене-
сення радіонуклідів у проточних водоймах.

Будучи камерною моделлю, що опи-
сується системою звичайних диференціаль-
них рівнянь із запізнілим аргументом, 
UNDBE, порівняно з 1-2- і 3-х мірними мо-
делями, є простою, має значно менші ви-
моги до кількості початкових і граничних 
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даних, дуже короткий час, необхідний для 
здійснення розрахунків.

Малий час комп'ютерної реалізації 
забезпечує можливість проведення параме-
тричної ідентифікації та оперативне вико-
ристання моделі для адаптації до різних ти-
пів радіонуклідів в різноманітних водой-
мах, використання моделі у системах ава-
рійного реагування.
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